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Applications

*Problémes hyperstatiques : les réactions ou efforts redondants en
utilisant I’énergie de déformation plutot que des équations de
compatibilité. (voir chapitre 11)

*Structures soumises a plusieurs types de sollicitations : flexion,
traction, torsion, etc.

*Ressorts ou éléments courbes : simplifie le calcul des déformations
sans résoudre d’équations différentielles complexes.



Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

But de ce chapitre:

« Savoir utiliser le théoreme de Castigliano pour calculer la déflection d’un objet a un
point donné.

* Pour ce faire, il nous faudra calculer I'énergie de déformation pour différentes
contraintes.

Formules utiles de ce chapitre:

aUu
U=Uy+Uy +Uy, +U 8y = o
N T Uy, T Um, T Ur k= 3P,
/ / 0 /
s _aU_fN oN +th oM; +jMf oMy | +jr)T o
k=op, JEFop, " ") GL,op, " ") El aP, " ") GF aP,
0 0 0 0

Bonne explication et excellente série de vidéos: hitps://voutu.be/MvBgCeZllpQ?si=i1r000pl3pMIDE X&i=1055 :

mim-—


https://youtu.be/MvBqCeZllpQ?si=i1r0O0pI3pMlD8_X&t=1055

Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Expression de I’énergie de déformation

L'énergie de déformation totale d’'une poutre soumise a plusieurs sollicitations
(traction, flexion, cisaillement, torsion, etc.) peut s’écrire comme la somme (ou
superposition) des énergies de déformation associées a chaque type de sollicitation
indépendante.

Vrai tant que le comportement du matériau reste linéaire élastique, et petites
déformations, et pas de champs de contraintes couplés, etc.

U:UN+UMt+UMf+UT

« Uy énergie Forces Normales : traction / compression
. Uy

o UM

. énergie Torsion

f énergie Flexion

« U; énergie Cisaillement (effort Tranchant)



Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Expression de I’énergie de déformation

Energie de déformation élastique d’une poutre longueur [
soumise a un effort normal N

14 14 N
1 [ N?
Uzja(x)e(x)Fdxzzjﬁdx =
0 0
cu=Mar = MNda@n =EEM acan
dU = N.d(A0) N = M# vt
) /
EF(A0)" Al Al Al NZL
2/ 14 2 2  2EF
, ENERCD)
N
- dU = de ?
2 .
v Uy = [T g 1

0 2EF



Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Expression de I’énergie de déformation

Energie de déformation élastique d’une poutre de longueur [ soumise a un
effort de torsion M,

dU =M, d M d
' — e o™ ,
Ld _ M, dx
=%,




Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Expression de I’énergie de déformation

Energie de déformation élastique d’une poutre de longueur [ soumise a

un moment de flexion pure M ¢ (déja vu: slides 60 du chapitre 6)

1 1 f
©dU=Mpdo =oMp—=_Ldx

2E1
L ] P
dx=pdb L »

( M7
UMf = Jy de

* Le moment de flexion provoque des déformations uniquement longitudinales,

alors que l'effort tranchant provoque des déformations uniquement transversales.

* |l est donc possible de calculer séparément les énergies de déformation dues au
moment de flexion et a I'effort tranchant.

()




Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Expression de I’énergie de déformation

L'énergie de déformation en cisaillement simple T équivaut au demi-produit de
I'effort tranchant T par le glissement dy de la section F

du = 174 _1 =lrde
° U—ETﬁ—ETFCdx >
dy = ydx Fodx=dv Ly=% \

AV




Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Expression de I’énergie de déformation

Energie de déformation élastique d’une poutre soumise a un effort tranchant

Du fait que la contrainte tangentielle 7 et I'angle de glissement yvarient dans la section,
les fibres subissent ainsi des déplacements transversaux différents et la section ne peut
rester plane. Approximation : Le déplacement transversal relatif des deux sections d’un
élément de poutre de longueur dx, provoqué par l'effort tranchant 7, peut étre caractérisé
par un angle de glissement global ¥ (voir chapitre 6)

_ .
 dyr =ydx / 73
o dU _ le . 1 _ . 1 Tmoyd . T2 d TT ,[' 'I'
=W = Tydx =T x =1n5-—dx ; | o
2 G G [ | /
. ll *7 +dyT
‘ — Tmoy . / 1' YT
y - 77 G - TI F 'II III
) I
{5 T2 =£U s” R !
e Ur = f — X 7)), o dv "7 >
0 2GF sans unités yv

NNNNN
|
—
by
3

(déja vu: slides 61-62 du chapitre 6) 5



Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Expression de I’énergie de déformation

Soit une poutre de longueur ¢/ soumise a un cas de charge quelconque. Dans une section
x, les efforts intérieurs sont |'effort normal N(x), le moment de torsion A/,(x), le moment de
flexion M (x) et I'effort tranchant T(x).

La section de la poutre n’est pas nécessairement constante, mais peut varier modérément
en fonction de x.
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Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Expression de I’énergie de déformation

LU'énergie de déformation relative a chaque effort intérieur peut étre calculée par
intégration des relations différentielles établies dans les chapitres précédents.

Les formes intégrales des énergies élémentaires de déformation dues a: I'effort normal N,
le moment de torsion M, le moment de flexion M, et l'effort tranchant 7T ont pour
expression

l N2
e UN_fde x

| (/ )
2 — e
X | Mf‘

Y

) UMf — Jo 2g1 1
fn T?
° UT — fO ﬁdx
LU'énergie de déformation totale U dans la poutre est la somme des intégrales précédentes
!
U—fN2d+ f d+JnT2d
- * 201 2EI 2GF

2EF
0
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Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Sondage via Turning Point

* Ordinateur, tablette ou téléphone * Tablette ou téléphone

- Navigateur web via I'URL : ttpoll.eu - Installation : pointsolutions

will Swisscom & 1:02
pointsolutions [ESEENEE -

pointsolutions

powered by echosso

Sign In

Guest

- Session ID: sgm232 - Session ID: sgm232
- Choisir: Anonymous - Choisir: Guest
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Nous avons une poutre avec 2 charges, F; and F,. 3

Pouvons-nous utiliser la superposition
Uflexion — Uflexion—F1 + Uflexion—Fz 4

A. Oui, la superposition s'applique ici.
8. Non, nous ne pouvons pas utiliser la
superposition dans ce cas

c. Clestal’'examen?

. Oui, la superposition s'applique

. Non, nous ne pouvons pas utiliser la superposition

1 fL Mz (x)z . Oui, mais seulement si la déformation est petite
0

EL

Uflexion - z




Exemple: poutre soumise a une force I, et un moment M,

Calculons I'énergie de déformation en flexion de cette poutre de deux facons:

- méthode fausse: Calculer I'énergie de flexion associée au moment M,, puis celle due
a la force Fy, puis les sommer.

- méthode juste: Calculer I'énergie de flexion due a la combinaison du moment et de
la force



e
Y

Fo

» Moment interne due seulement au moment M,
My, (x) =—M

LMZ(x)Z MZ
Urtezmq :fo o5l X T 2EIL

» Moment interne due seulement a la force F,

MF, (x) = Fo(x — L)

L 2 2
U = j M; (%) dx = F—L3
flexFo ™ | - 2EI 6EI




pP

Fo

» Moment interne du aux deux charges (F, et M) en méme temps
M (x) =Fy,(x—L)— M,

L Mz(x)z 1 F02L3 5 ,

Uflex,total — ,[0 2E] dx = SFT 2 + MOL + FOMOL
FoMy
Uflex,total — Uflex,MO + Uflex,FO + X L

» Nous devons faire attention en utilisant le principe de superposition pour
I’énergie. Pour I'expression ci-dessous, bien calculer N(x), M;(x),
M¢(x) et T(x) due a tous les efforts externes avant d’intégrer.

) 2EI 2GF
0 0

! 1 [ 1
NZ Mtz Mf T]Tz
Utotale = J—dx+j dx+J—dx+f dx
0 0



Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Théoreme de Castigliano

(La démonstration de ce théoréme est dans annexe de ces slides et dans le livre de Del Pedro)

18



Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Théoreme de Castigliano

Le déplacement o, du point 4, ou s’applique une force P, est la dérivée partielle de I'énergie
de déformation U par rapport a cette force (ou moment).

U
6k=aTk
/ / / /
oU 9@ [ N2 o0 ( M? o [ M;? 0 (nT?
5k:0Pk:6PkOfZEFdx+6PkOjZGIpdx_I_aPkJ2Eldx+6PkOJZGFdx

Cependant, il est presque toujours préférable de permuter la dérivation et les intégrations,
de sorte que le déplacement ¢, s’écrit:

14 14 14 14

k= 9P, ) EFop, *T)Er 9P, T ) GF ap,
0

0
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Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Théoreme de Castigliano

Mais que faire si aucune force est appliquée au point ou l'on veut connaitre le
déplacement ?

1.

On applique une force Q arbitraire au point dont on désire connaitre le dépla-
cement O ; dans une direction donnée.

Apres avoir calculé les efforts intérieurs (N, M;, ..) et leurs dérivées partielles, il
suffit d’annuler la force fictive O pour connaitre le déplacement en ce point.

o) s avec =0

20



Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

théoreme de Castigliano

Exemple simple du théoreme de Castigliano pour trouver le déplacement a
I'extrémité d’une poutre due a une force P:

ALY

|

_ oUu
- 9P
L
2
f 2E1
0
_ (L Px*, P? L 5. _ PL
_fo 2E1d = 2prdo X dx = 6EI
_dU
~ dP
pPL3

C’est la méme réponse qu’on trouve par les méthodes du chapitre 6!
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Chapitre 10 : Energie de déformation élastique
Probleme 10.0

Déterminer la fleche maximale 6,, de la poutre en utilisant le théoreme de Castigliano.

* Force P appliquée au milieu de la poutre.

Nous n’utiliserons que I’énergie du a la flexion (négligeant I’énergie de I’effort tranchant)

N
N

P

M
V




Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Probleme 10.0

Déterminer la fleche maximale 6,, de la poutre en utilisant le théoreme de Castigliano.

Les moments de flexion:

. PourOstg

. PouréSxSZ

Energie de déformation
2
==y

2E] 0

P
M;(x) = z_x

oM,
oP

X
2

My () = 5 (6 =)

/ZM—%dx+f£ M dx

2E] 02 2E]

02 14
5 _au 1 szd N _[P(f )K—xd
p=op EI] T2 & T
0 02
p/3
5, =
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Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

https://imgur.com/gallery/teamwork-WmrZuAp




Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

A
B~

i /
A

(b) \{06‘

Exemple tiré de Gere and Goodno “Mechanics of Materials”

Exemple Castigliano

Trouvez le déplacement 4, et
I’angle de rotation 6. au point C.

Nous allons utiliser Théoreme de Castigliano

Donc je veux calculer I'énergie de déformation
pour ce, il me faut les moments de flexion internes
M; (et surtout leur dépendance sur les forces aux

points d’intérét)

Nous n’allons considérer ici que I'énergie de
flexion. Ici pas de torsion, pas de force normale;
nous allons ignorer I'énergie de I'effort tranchant.

(
M, oM
_ (M oMy
5"‘jEI ap, *
0

25



- Session ID: sgm232
ttpoll.eu

Au point C, faut-il ajouter: une force fictive
et ou un moment fictif?
Ajouter Force & Moment

Ajouter Force

Ajouter Moment

© O ® »

Ne rien ajouter

byl



https://participant.turningtechnologies.eu/

1 P
\ y l Y
A = C
- :
(a)
B
4 ¢
Loe— e
(b) e
1 P
\4
A &
B
A—»x Xn «<—
} 1 Ry 2
L
< L ,l‘ 5 —
qL P
Ri=7 ~ 73

Start with free body diagram

Example from Gere and Goodno “Mechanics of Materials”

1.1. Calcul de Mg

gx? _ qlx, - Px, qx?

MAB = AX1 - 2 - 2 2 2

L
Mg = —Px, (0 =X, = E)

a
1.2. Calcul de oMy
P

oM AB X,

P Y 0=x,=1)
oM

X = —x (Osx SA)
P g 272

! Pour simplifier les expressions, j’ai pris 2 variables pour x: x; et x,

27



Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Y VY 7 , - . .
A . c 1.3. Calcul de la déflexion &, au point C, du a la force P
| .
| " S 2 M\ [ oM
5C - E 5 dx Castigliano, dérivée partielle par rapport a P
oM X
b =3 0=x=0D
L L2
oM 1 oM
Mg L _1 / M ( AB)dX LU ( Bc)dx
1 rt <qu1 Px, qx$> ( x1) 1 [
o = 5 - - —— Jdx, + — —Px.)(—x.)d
C ElJo\ 2 2 2 2 X El J, (=Px)(=x;)dx,
Oc = PL* - gL’ Force positive vers le bas, donc §, est aussi positif vers le bas '
¢ 8EI 48El ’ c '
A B - ) i
- Jac
(®) ~Joc

En C, déplacement vers le bas pour P > qﬁ—Let vers le haut pour P < qL/6

Example from Gere and Goodno “Mechanics of Materials” 28



B
4 ¢
Ao— e
(b) e
- _qL P M
A2 2 L

Attention, pas le méme R, qu’il y
a deux slides !

2. Calcul de de I'angle 8. au point C

Il faut ajouter un moment fictif M en C @

q

BN
\J

7y
&)
4

Y

2.1. Calcul de Mg

gx3 qlx, Px, Mx, qx}
Mpp = Raxy =

Mg = —Px, — M, (o = x, sé)

Example from Gere and Goodno “Mechanics of Materials”
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8
2.2. Calcul de 22
op

oM X
AN (o <= X, <= L) Castigliano, dérivée partielle par rapport a M T flp\‘Mc
oM L ) |
Mac _ 4 (05x2s5> W fza -
oM - 2 Al . | B%
2.3. Calcul de O en fonction de M
PR £V oI 1 ftrabxg P Moxy @xi\/ o X
c El)\am b = 7 - - - — Jax
C El Jo 2 2 L 2 L
1 [t oM 45 1 [ Mg, -
B E 0 MAB( aMc )dX N E /0 MBC( aMC )dX +E o (_PXZ - Mc)(_1)dxz

2.4 Nous pouvons maintenant mettre M- = 0

6 = - L(qLX1 -2 qX%)( Xy 12 _ 72 gl?
C

1
_ 1 X% LR o, = -
w0\ 2 2>~ 2 )L )dx1 Ty f, CPRED ¢~ 24E1 ~ 24EI

Sens anti-trigo P > qL/7 et sens trigo pour P < qL/7

30
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Dans quel sens 8- > 0 7?

A. Trigonométrique
B. Anti-trigonométrique

C. Je nesais pas
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Des Questions ?




Chapitre 10 : Energie de déformation élastique
Probleme 10.1

En négligeant 'influence de l'effort tranchant, déterminer par le théoreme de Castigliano
le déplacement vertical o du point A d’'une poutre encastrée (3D, coude perpendiculaire)
en forme de L, de section circulaire, soumise a une force P en son extrémité libre

w

N, aN M, oM M, oM
5 j f —Ld f L g f O 4
e E)Pk FaPk GI, aPk EI 0P, GF 0P,

=l 0

33



Chapitre 10 : Energie de déformation élastique
Probleme 10.1

34



Chapitre 10 : Energie de déformation élastique
Probleme 10.1

35



\ .
1.0 kV X1.80K 30.

osm

1
kressort = N kpetite—poutre

1
kressort * m kpetite—poutre

Car chaque poutre est encastrée

Lucent Technologies
Bell Labs Innovations b

36



Chapitre 10 : Energie de déformation élastique
Probleme 10.2

En ne tenant compte que de la flexion et en recourant au théoreme de Castigliano,
calculer pour la poutre encastrée représentée: i) le déplacement vertical oy, ii) le
déplacement horizontal oy, et iii) la rotation « au point A ou s’applique une force verticale

P

La force H et le moment M, sont fictifs

( /
M, oM T /oT
o 9% nt /o
+jEI apkde“f o7 ap, >
0




Chapitre 10 : Energie de déformation élastique
Probleme 10.2
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Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Probleme 5.2

Calculer la contrainte de cisaillement maximum dans un ressort hélicoidal de diametre D,
formé de n spires de diametre d et soumis a une charge de compression P. Déterminer
ensuite la fleche, la constante du ressort et I'énergie emmagasinée.

La fibre moyenne du ressort est une hélice d’angle o valant

(7

~t = ——
ﬂ GNYT R

ou t dénote le pas d’une spire (fig. 5.10). 39



Chapitre 10 : Energie de déformation élastique
Probleme 5.2

40



Chapitre 10 : Energie de déformation élastique
Probleme 5.2

41



Merci pour vote attention




Démonstration : Théoreme de Castigliano

Etapes justificatives

Premiere formule de Clapeyron .,
Ali

1 1
+ U=Zi 1P [, ada =% Pi6; o, A

A 5,-da

Y
|
Y.

>y

Le déplacement généralisé

— n — n
© 0 =i P = 2165

Seconde formule de Clapeyron

_ 1 n _ 1 n n




Démonstration : Théoreme de Castigliano

Etapes justificatives

Théoreme de réciprocité de Betti-Rayleigh

n !/ _ m !/
i=10; Py = 221 4;Q;

Le théoreme de réciprocité de Betti-Rayleigh exprime I'égalité de deux énergies et peut
s’énoncer sous la forme plus restreinte de I'égalité des coefficients d’influence

aAjj = Qjj



Démonstration : Théoreme de Castigliano

Etapes justificatives

Théoreme de Castigliano

_1yn n
© U=22iz1 Xj=1 ;PP

1 1 1 ,
© U=_XiigauPiPe+ SN ap PP + o Pe + U
i+k j*k

oU _ 1gan 1@«n
© oo = S di=1 AP+ S a1 AP+ g Py
OU _1yn 1yn _1gn 1$gn _ 1 1 —
: dPy _ Ezi=1 aikPi + EZj:l akjpj — 52i=1 akipi + Z_ijl aijj = 2_516 + 2_51( = 5k
.. ;. ou
Ainsi on peut ecrire - Sk = —

0P



Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Démonstration : Théoreme de réciprocité de Betti-Rayleigh

Considérons un corps élastique soumis a deux systemes de forces généralisées P; et Q;,
agissant respectivement aux points 4; et B;

Energie de déformation (Clapeyron) induite par 'application de la force P; au point 4;

1
© UWP) =216 P

Energie de déformation induite par I'application de
la force Q; au point B;

- U(Q) =331 4 Q

Energie de déformation induite par I'application de
la force Q; au point 4;

!/ 1 !
* U(Pi)=5 i=10; P;

46



Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Démonstration : Théoreme de réciprocité de Betti-Rayleigh

Procedons maintenant de maniere inverse, en appliquant d’abord les forces Q; seules

Energie de déformation (Clapeyron) induite par I'application de la force Q; au point B,

’ U(Q])__ i 14 Qj

Energie de déformation induite par I'application de
la force P, au point 4;

. U(P)—— 16 P

Energie de déformation induite par I'application de
la force Q; au point 4;

- U'(Q)) = ‘2711’11'

47



Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Démonstration : Théoreme de réciprocité de Betti-Rayleigh

Dans I'état d’équilibre final, 'énergie de déformation totale est donnée par la somme des
égalités.

- U(P;,Q;) =UP)+U(Q;)+U’ (P)—— n 8 P+ zl 1A Q + 2}”1/1]’

’ U(Q],P) U(Q])+U(P)+U (Q])__ =14 j Q1+ Z 190; Pi+2_2?=15zpz

Les énergie déformation exprimées sont forcément égale puisqu’elles ne dépendent que
de l'état final du systeme. D'ou finalement, on retrouve |'expression exprimée du

théoreme de réciprocité énoncé précédemment
. 0P =) A’

]1]

48



Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Démonstration : Egalité des coefficients d’influence réciproques

A partir de ce nouvel état du systeme, appliquons au point 4; une force P; qui entraine un

déplacement o, de ce point et un travail U,
© 0 =P

_ 2
Ujj = 5 iPi = —aUP

Cette force provoque en outre un nouveau déplacement o, au point 4,

© Oy = ayb

° Ul-j=5P—aUPP

L'énergie du systeme s’exprime (AU le travail des autres forcesn #1i, ;)

1 1
e U = UO + AU + EaiiPiz + Ea”PJZ —+ aiijPi

49



Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Démonstration : Egalité des coefficients d’influence réciproques

Si I'on refait le méme développement en appliquant P; puis P;, on trouve :

1 1
e U = UO + AU + Ea”PJZ + EaiiPiz —+ CljiPin

AU ayant la méme signification et la méme valeur que précédemment, on a

;PP = a;i PP

Et donc, on trouve I'expression du théoreme de réciprocité de Betti-Rayleigh introduit au
début de ce chapitre

Ajj = Qjj

50



Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Dérivation de la Forme quadratique de I’énergie de déformation

Comme dans tous les cas particuliers examinés jusqu’ici, nous supposerons que les
déformations sont élastiques — donc réversibles — et proportionnelles aux forces ou aux
moments qui les provoquent.

Considérons un systeme statique ou hyperstatique, astreint a un nombre quelconque de
liaisons et soumis a n, forces F; et n, moments M, tous indépendants.

Quand toutes les forces et tous les moments sont nuls, on dit que le systeme se trouve
dans son état initial ou naturel.
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Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Forme quadratique de I'énergie de déformation

Soient D; le deplacement de la force F; et @, la rotation du moment M; entre I'état initial
du systeme et I'état final considéré. Désignons par d; et ¢, leurs projections respectives sur
les supports de F, et M;

Afin de simplifier I'écriture et de travailler avec des grandeurs scalaires, nous adoptons
pour la suite la convention suivante :

« P;désigne une force généralisée, amplitude de la force F; ou du moment M;
« 0; dénote un déplacement généralisé (déplacement d; ou rotation ¢) dans la direction

de P,.

52



Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Forme quadratique de I'énergie de déformation

Introduisons le travail d’une force généralisée (= force ou moment) élastique.

Un état intermédiaire peut étre défini en fonction d’un coefficient de proportionnalité o
variant de 0 a 1 et qui détermine les forces a P; et les déplacements « J;

Lors d’un accroissement da du coefficient de proportionnalité, chaque force P; fournit un
travail élémentaire.

° dUl = C(Pi . 5l-da

AL

aP; -

o .

=Yy
-y
i
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Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Forme quadratique de I'énergie de déformation

L'augmentation d’énergie élastique du systeme a pour valeur, avec n = np + ny

e dU = Z?:l dUl = ?=1 Pi5i -ada

Il suffit d’intégrer cette expression pour obtenir 'énergie accumulée par le systeme dans
son état final (formule de Clapeyron):

1 1
+ U=%P6; J, ada =X Pi6;

AL

aP; o

=Yy
-y
i

o .

54



Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Forme quadratique de I'énergie de déformation

La proportionnalité entre forces et déplacements permet d’appliquer le principe de
superposition au systeme. Les déplacements o sont donc des fonctions linéaires des for-
ces généralisées

° 61’ = ailPl + aisz + ...+ Aji Pi + -+ Cliij + - +Clin Pn = ?=1 aijpj

— 6i1 + 51'2 + -+ 6ii + -+ 61] + -+ 5in — ?’:L=1 611

Le coefficient de proportionnalite a; appelé
coefficient d’influence, est égal a la projection, sur
la force généralisée P; agissant au point A4, du
déplacement provoqué en ce point par une force
unite appliquée au point 4; dans la direction de P;

Le scalaire o, = a; P; est la contribution de la force

P; au deplacement du point d’application de la

force P; dans la direction de cette derniere
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Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Forme quadratique de I'énergie de déformation

Interprétation du coefficient d’influence a;
- A,A’;=déplacement de P;dl a P,
« AA7i= 51']'

56



Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Forme quadratique de I'énergie de déformation

LU'expression peut ensuite étre portée dans la formule de Clapeyron pour aboutir a la
forme finale de la seconde formule de Clapeyron

L 5i=2§l=16ij

On voit que I'énergie de déformation élastique est une fonction quadratique des forces et
moments agissant sur le systeme

P.

J
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Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Théoreme de réciprocité de Betti-Rayleigh

Dans un systeme élastique et proportionnel, le travail d’un systeme de forces P;, lors de la
deformation imposee par un second systeme de forces Q;, est égal au travail du systeme
de forces Q; lors de la déformation imposée par le premier systeme de forces P;.

n ! _ m /
i=10: Py = 22, 4;Q;

Systeme soumis successivement a Systeme soumis successivement a

une force P; puis P; une force P; puis P;
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Chapitre 10 : Energie de déformation élastique

Egalité des coefficients d’influence réciproques

Le théoreme de réciprocité de Betti-Rayleigh exprime I'égalité de deux énergies et peut
s’énoncer sous la forme plus restreinte de I'égalité des coefficients d’influence

aAjj = Qjj

Théoreme de 'égalité des coefficients d’influence réciproques : Dans un systeme élastique
et proportionnel, les coefficients d’influence réciproques a; et a;; relatifs aux déplacements
des points d’application de deux forces exterieures P; et P; sont egaux

Pour démontrer cette égalité, considérons un systeme déformé possédant une énergie de
déformation U,. Une nouvelle force P, appliquée au point A; provoque selon sa direction
un déplacement o, de ce point et fournit 'énergie de déformation U,; au systeme

© Oy =auP;

_ 1 _ 1 2
Uy = 0iP =S a;P;

59



